XIII. KOMPLEXNI CiSLA

§1. Komplexni Cisla, algebraicky tvar komplexniho Cisla

Pozn.: MnoZinu vSech komplexnich Cisel oznacime C.

Def.

[Dk.: ]

Komplexnim ¢islem z [JC nazyvame kazdou uspofddanou dvojici z = (x,y) redlnych
Cisel, tj. kartézského Ctverce R x R = R? = C, na kterém jsou definovany rovnost a
operace s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni takto:

1. Rovnost komplexnich &isel z, =(x,,y, ), z, =(x,,y,) definujeme takto:

72,7z, = 5 =x, Uy, =y,

V opaéném piipad€ z, #z, « x, #x, Uy, #y,

2. Soucet komplexnich &isel z, =(x,,y, ), z, = (x,,y, ) definujeme takto:

zp vz, =(x tx,,y, T y,)

3. Rozdil komplexnich &isel z, =(x,,y, ), z, =(X,,¥,) :

Rozdilem rozumime komplexni ¢islo z, pro které plati
z, =z, +z, zapisujeme

z2=2z,~2,

4. Soucin komplexnich &isel z, =(x,,y, ), z, = (x,,y, ) definujeme takto:

z) Lk, = (X, =y, - XY, T X,))

5. Podil komplexnich éisel  z, =(x,,y,), z, =(x,,y,) ; z, #(0,0):
Podilem zna¢ime komplexni ¢islo z, pro které plati:
z, =z, [t zapisujeme
=h
Z,

Necht' z, =(x,,y,), z, =(x,,y, )UC . Pak plati:

a) z; =z, = (X, X5, 7 Y,)

b) Z, * (0,0) ;i :(xlxz Yy, XV TX)Y,

2 2 2 2
Zy X, ty, X, 'y,

MnoZina C ma nésledujici vlastnosti:

Uz,,z,,z, 0C:l.z, +z, = z, + z,
2.(zy+z))*+zy =2z +(z, +z;)
3.bOC:zOC:z+0=0+z=2z 0=(0,0)
4.0:0C:Z'OC:z+z' =2'+z=0 (Z' je ¢islo opacné k ¢islu z)



S5.z,lz, =2z, [z
6.(z, Lt,) L, =z, Uz, LE;)
7.0C:0zOC:zkk=elZ=2z e=(,0)
8.0z0C \{o}:x"0OC \{o}
2" =z2"=e (z"je &islo prevracené k &islu z)
9.(z, +z,) &, =zz; + z,2,

[Dk.: ]

Pozn.:
a) Vlastnosti 1-4 z véty V.1.2. zajistuji, Ze C s operaci [J tvoii komutativni grupu (C,[])
b) Vlastnosti 5-8 z véty V.1.2. zajistuji, Ze C\{o} s operaci [ tvoii komutativni grupu
(C\{oL0)
¢) Vlastnosti 1-9 z véty V.1.2. zajistuji, Ze C s operacemi [, [ tvoii komutativni téleso (pole)
(G,0.,0)

Pozn.!: Souvislost mnozin R a C:
Ztotoznime R s jistou podmnoZinou mnoZiny C.
Zobrazeni ¢ : R - C definujeme takto: [lx O R : @(x) = (x,0)

Zobrazeni ¢ je injektivni (tedy prosté), ale neni bijektivni.

Pro x, y R ma nésledujici vlastnosti:

D) ¢(x) + §(y) = p(x + y) tedy (x,0) + (y,0) = (x + y,0)

2) ¢(x) Wp(y) = p(x Ly) tedy (x,0) L{y,0) = (xy =0 [0, x L0 + y [0) = (xy,0)
= ¢ zachovava operace [1,[]. Je to izomorfni zobrazeni R do C.

Lze tedy kazdé komplexni ¢islo (x,0) ztotoZnit s redlnym ¢islem x.

Pozn.: Konvence
Komplexni c¢islo (0,1) oznacme i. i=(0,1)
Ptitom plati: (x,y)=(x,0)+(0,y)=(x,0)+(0,1)(y,0)=x+iy
i =il =(0,1)0,1) =(-1,0)=-1
Def.: Necht zUC,z=(x,Yy).
Zapis Cisla z ve tvaru z = x +iy nazyvame algebraickym tvarem komplexniho Cisla z.

Cislo x JR nazyvame redlnou ¢ésti a ¢islo y [JR nazyvame ¢asti imaginarni, ¢islo

i =(0,1) nazyvame imaginarni jednotkou.

Zapisujeme x =Rez, y =Imz.
Cisla z = x+iy, kde y # 0, nazyvame imaginarnimi, ¢isla z =iy, kde y # 0, nazyvame ryze
imaginirnimi.

Pozn.: MnoZina komplexnich Cisel je tedy sjednocenim mnoZiny ¢isel realnych a ¢isel imaginarnich.

Pozn.: Pti pocitani s komplexnimi ¢isly v algebraickém tvaru Ize tato ¢isla formélné chapat jako mnohocleny
a vyuzivat faktu, ze i 2=—1.

Pozn.: Ziejmé plati: OnOZ: i*" =1 i =—1



§2. Gaussova rovina, goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Pozn.: ProtoZe mnoZina C je definovana jako mnoZina uspotadanych dvojic R Cisel, 1ze kazdé
komplexni ¢islo z = (x, y) zobrazit v roving s kartézskou soustavou soutradnic a ztotoZnit s bodem

z[x, y].

Redlna ¢isla leZi na ose x (0sa x se nazyva redlnd osa).

Ryze imaginarni ¢isla z = yi, y # 0 leZi na ose y (0sa y se nazyvé imaginarni osa).

Rovina s redlnou a imaginarni osou se nazyva Gaussova rovina a v ni zobrazujeme komplexni ¢isla.

Podobné Ize interpretovat komplexni Cisla jako vektory s pevnym pocateCnim bodem.
Imz|

y z

Rez

Def.: Necht' z=x+iydC. Cislo z = x—iy OC nazyvame komplexné sdruzenym ¢&islem k &islu z.

Cislo |z| =./x” +y> OR nazyvame absolutni hodnotou komplexniho &isla z.

Komplexni ¢islo z s vlastnosti |z| =1 nazyvame komplexni jednotkou.

Pozn.:
a) Cislaza z jsou osové soumérna podle redlné osy (osy x)

b) Cislo |z| vyjadiuje vzdalenost bodu z od pocatku soufadné soustavy, a tedy délku polohového

vektoru bodu z.

¢) Mnozinu vSech komplexnich jednotek oznacime U.

d) ProtoZe obrazem mnoZiny komplexnich Cisel se stejnou nenulovou absolutni hodnotou je kruZnice
se stftedem v pocatku souradné soustavy, je obrazem mnoZiny U jednotkové kruZnice se sttedem
v pocatku.

z=x+yi

Pro kazda dvé komplexn¢ sdruzeni ¢isla  _ . plati:
Z=Xx-Yi

D@E) =z

2) z+z=2x

3)Z[f'i=)cz+yz=|z|2

4) z, +z, =2, +2,

5)z —z,=z —12,

6) z, [k, =z [F,

7) (i}é (z, 20)
Zy

Zy

$) (=)= ()




Pro absolutni hodnoty libovolnych komplexnich ¢isel z,z,,z, L C plati:
1) |2/ 20, pfitemZ |2 =0 = z=0

) [d=|-4 =l =z

3) |z1 * zz| < |Z1| +|zz|

4) |Z1| —|zz| < |zl + 22|

S) |Zl &2| =|Zl|q]zz|

o2]=l (20
z,| |z
7) Rez <z, Imzs|z|

Pozn.: VSechny vztahy platici pro redlna ¢isla nelze mechanicky pievést do mnoziny komplexnich ¢isel.
. 2
Napf. || # z°

Pozn.: Na rozdil od mnoZiny redlnych ¢isel neni mnozina komplexnich Cisel uspotadana, tedy komplexni
¢isla nelze srovnavat podle velikosti.

Def.: Necht z =x+iyC;z # 0. Argumentem komplexniho ¢isla nazyvame orientovany uhel ¢, ktery
svira kladna poloosa redlné osy s polohovym vektorem bodu z.

Pozn.: Kazdé nenulové ¢islo z ma nekone¢né mnoho argumentt, pfitom kazdé 2 z nich se lisi o
k(2mkUZ .
Je-li @ U<0;27), pak jej nazyvame hlavni argument komplexniho &isla z , je jediny.

s v

Kazdé komplexni ¢islo z = x +iy;z # 0 lze zapsat ve tvaru z = |z| [{cos ¢ +isin @), kde |z| je

BA

g

x .

absolutni hodnota z a@ je argument z, pfi¢emz plati: cos@ = | ;sing =
z

[Dk.!: ]



Def.: Goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Necht z[JC,z # 0. Pak goniometrickym tvarem tohoto ¢isla nazyvame zapis Cisla ve tvaru

- . . . Ve X
z= |z| [{cos @ +isin @), kde |z| je absolutni hodnota z a@ je argument z, pficemz cos @ = H a
Z

Y

g

Pozn.: Tedy kazdé komplexni ¢islo z,z # 0 lze zapsat uspofadanou dvojici z = QZ

z=(¢,

Druhy souradnic bodu X v roviné E»:

sing =

.#). nékdy té¥

z ) Cisla |z| a ¢ jsou polarnimi soufadnicemi komplexniho cisla z.

X
y ____________ 1
! X [x, y] ...kartézské soutadnice
o E X [,0, ¢] ...polédrn{ soufadnice
E p© je vzdalenost daného bodu od poc¢atku soustavy soufadnic
0l/e !
X

Pozn.: Je-li u 0 C\{0} komplexni jednotka s argumentem @, je jeji goniometricky tvar u =cos@ +ising .

z, = |zl| [cos @, +ising,)

Necht’ z,,z, UC\{0}, .
zZ, =|22| [cos @, +ising,)

Pak plati: 1. z, [&, =|z,| Ok, |{cos(g, +@,) +isin(g, +¢,))

Zl _ |Zl| ..
2. — =—T[cos(p, - ¢,) +isin(@, —@,))

z, |z

[Dk.: ]

Moivreova véta
Necht’ mame nenulové komplexni ¢islo z = |z| [{cos @ +isin @), n IN, pak plati:

z" = |z|n [{cos n@ +isin ng)

[Dk.: ]

Pozn.: Moivreova véta plati i pro celé exponenty.



Pozn.: Soucet a rozdil, soucin a podil komplexnich Cisel v Gaussove roviné

Soucet a rozdil jako s¢itani a od¢itani vektort.

Soucin z, [£, (podil i): 1. zobrazime z, ve stejnolehlosti H Pl (H |, ):
Z, e Pl
1 z
ziskdme |z, [&,| = H,. (z) Z—l =HP 1(z)
2 |2,

A

2. zobrazime |z1 &2| vrotaci R, .. (R,_,,. ) (rotace se sttedem

2

P a argumentem z, (- z,))

ziskame z, L1, =R, ., © Hy,. (z))

SU=R, .. oH

,Targz,
Z

(z)

kS
2z




